
第二章 中国早期的数学文化 
 

§2.1  中国早期的算筹文化 
 

中国传统数学以计算为中心，在算法的构造性和机械化方面取得了十分辉煌的成就。其

中，十进位置值制记数法、筹算和珠算在数学发展中所起的作用及其显示出来的优越性，在

世界数学史上占有重要的地位。 

一、计算工具——算筹 

算筹即用于计算的小竹棍，它是中国人创造的计

算工具。珠算产生以前，我们的祖先用算筹来计算。

算筹又称筹、策、算子等。算筹起源于何时，已难征

考。“算”和“筹”二字出现在春秋战国时期的著作（如《仪

礼》、《孙子》、《老子》、《法经》、《管子》、《荀子》等）

中。因此，最迟在春秋末年，算筹的使用己相当普遍。 

算筹常用竹制成，也有用木、骨或石做的，近年

来出土的算筹用骨制成。据《汉书·律历志》记载，“算

法用竹，径一分，长六寸”，分别合今 0.23 厘米、13.8 厘米。这与 1971 年陕西省千阳县出

土的西汉骨质算筹基本吻合。1954 年在长沙的一座战国楚墓中挖出一个竹筒，内装竹棍 40

根，是为算筹之实物。这种算筹是当时世界上最灵巧的计算工具，简便、灵活，可进行复杂

的计算。 

 

二、算筹记数依据十进位置值制 

先秦典籍中有“隶首作数”、“结绳记事”、“刻木记事”的记载，说明我们的先民在生产和生

活的实践活动中，从判别事物的多寡中逐渐认识了数。中国古代的记数据《易·系辞》记载：

“上古结绳而治，后世圣人易之以书契。”三国时期，吴人虞翮在《易九家义》中也说：“事大，

大结其绳；事小，小结其绳，结之多少，随物众寡。”这些记载说明在文字产生之前，曾用绳

结的多少表示实物数量的多少，这是原始社会普遍使用的记数法。此外还有刻画记数，这是

比结绳记数更进步的一种记数法。 

从有文字记载开始，我国的记数法就遵循

十进制。殷代的甲骨文（公元前 14~前 11 世

纪）和西周的钟鼎文都有一、二、三、四、五、

六、七、八、九、十、百、千、万等 13 个记

数单字，在殷墟出土的甲骨文卜辞中出现最大

的数字为“三万”，十万以内的自然数的记数用

合文书写，其中已经蕴含有十进位置值制的萌

芽。例如二千六百五十六写作 （甲骨

文），六百五十九写作 （钟鼎文）。

这种记数法含有明显的位置值制意义，“ ”字表示隔开多位数字。实际上，只要把“千”、“百”、

“十”和“ ”的字样取消，便和位置值制记数法基本一样了。 



春秋战国时期是我国从奴隶制转变到封建制的时期，生产的迅速发展和科学技术的进步

提出了大量比较复杂的数字计算问题。为了适应这种需要，劳动人民创造了一种十分重要的

用算筹计算的方法。中国最晚在春秋末年人们已经掌握了完备的十进位置值制记数法，普通

使用了算筹这种先进的计算工具。人们已谙熟九九乘法表、整数四则运算，并使用了分数。 

算筹计数的具体方法见于公元 400 年左右的《孙子算经》： 

“凡算之法，先识其位。一纵十横，百立千僵，千、十相望，万、百相当”。 

算筹记数有纵横两种形式：古代算筹的功用大致和后来的算盘珠相仿。五

以下数用几根筹表示几，6，7，8，9四个数目，用一根筹放在上边表示五，余

下来每一根筹表示一，放在下边。用算筹表示数时有纵、横两种方式（图２－

１）：  

                     

  图２－１ 

这是九个基数，零则以空位显示。我国的算筹采用位置值制记数法，即将万，千，百，

十等意义，通过数码所在位置加以表示，若要表示一个多位数，可像现在用阿拉伯数码记数

一样，把各位的数目从左到右横排。个位数用纵式表示，十位数用横式，百位、万位用纵式，

千位、十万位用横式，以此类推，交替使用纵横两式。如 4728 用算筹表示出来是 ，

遇到数字有空位，如 39057 则用算筹表示为 ，这时百位上是空位，不放算筹，

由于每位数字记法需纵横相间，中间有没有空位是容易辨别的。显然这种位置值制记数法，

比同时代的罗马记数法要先进多了。 

算筹以 18 种筹式符号，再加上空格，可以表示任意的自然数，是典型的十进位置值制

记数法。在古代文明中，古巴比伦采用 60 进位置值制记数法；古希腊(以及后来的古罗马)虽

使用十进制记数法，但不是位置值制，十、百、千用不同的符号表示，使用起来远不及中国

的十进位置值制记数法方便。我国的这种记数法，对世界文明的发展具有重大意义，著名科

技史家李约瑟博士认为：“如果没有这种十进位制，就几乎不可能出现我们现在这个统一化

的世界了。”  

中国古代用算筹进行计算，称作筹算。中国古代数学的光辉成就，大都得益于筹算的便

利。依据位置值制，整数四则运算需要熟练掌握。古时乘法口诀从“九九八十一”开始， 故称

“九九乘法表”或简称“九九”。 《管子》等书中便记载着“九九”歌诀，顺序与今正好相反。春

秋战国时代，“九九” 歌己是家喻户晓的常识了。《吕氏春秋》记载，齐桓公(公元前 685~公



元前 643 年在位)求贤纳士，有一个人以懂得“九九”之术自荐，齐桓公让人戏弄他说：“九九

足以见乎?”那人答道：“九九薄能耳，而君礼之，况贤于九九者乎?”桓公听了以后觉得很有道

理，于是以礼待之。一月之间，四方有能之士竞相投奔桓公，为他所用，终于成就了桓公的

霸业。对此，《韩诗外传》和《战国策》等也有记载。 

三、中国古代的测绘工具——规、矩 

在中国出土的新石器时代的陶器大多为圆形或其他规则形状，陶

器上有各种几何图案，通常还有三个着地点，这些都是早期几何知识

的萌芽。传说伏羲创造了画圆的“规”、画方的“矩”。规、矩是我国十分

优越的两种测绘工具。中国的测量术长期发达，得益于此。规即用来

画圆的工具，如图 2—2 是我国早期的规，其中间直立的杆作为固定的

脚，右面的尖端为画笔，横杆绕立杆旋转就可以画出圆。图 2—3 是

早期的矩，用来画直线形，其形状为一等腰直角三角形的拐尺。商

代甲骨文中已有“规”和“矩”的象形字，所以它们最迟在商代已经出

现。春秋战国时期，这两种工具被普遍用于测量和几何作图，并延

续后代。在汉代出土的砖石画中，例如汉武梁祠的石室造像中，通

常可见伏羲执矩，女娲执规的形象。 

 

 

§2.2  春秋战国时代数学文化 
 

相传西周初年周公（公元前 11 世纪）制礼，数学成为贵族子弟教育中六门必修课程—

—“六艺”之一。《周礼·地官司徒》说：“保氏掌谏王恶而养国子以道，乃教之六艺：一曰五礼，

二曰六乐，三曰五射，四曰五驭，五曰六书，六曰九数。” 艺者，技艺，把数学作为一种技

艺来传授是中国古代非常独特的数学教育观念，这符合中国古代文化的特点，也为后来数学

教育的发展规定了方向。不过当时学在官府，数学教育的目的是培养具有一定数学知识（技

艺）的官吏，以使他们能胜任官职，数学教育的发展是相当缓慢的。“九数”就是数学的九部

分内容，当时是些什么样的内容，已不可考。这种“九数”大体到战国时才有较完备的内容，

涉及到现在算术、几何、代数等多方面的内容。而关于整数的四则运算，某些比例和比例分

配方法、若干面积和体积公式、勾股和测望的某些方法，则可能在春秋时代已经具备。 

值得注意的是，人们在商代甲骨文和西周金文的基础上，逐渐懂得把字写在竹片〈或木

片〉上，用绳子穿成册，这就是早期的书。写上字的竹片称为简，或竹简。春秋时期的大批

数学成果，便是通过竹简流传下来的。 

战国时代，各诸侯国相继完成了向封建制度的过渡。思想界、学术界诸子林立，百家争

鸣，学术思想十分活跃。这一时期形成的诸子百家，为中国古代科学文化的发展创造了良好

的条件，影响极大。数学园地更是生机盎然，朝气蓬勃。 



一、《墨经》的数学知识与数学思想 

1.《墨经》中的几何与逻辑知识 

《墨经》是以墨翟〈约公元前 490～公元前 405 年〉为

首的墨家学派的著作，墨翟，鲁国人，春秋战国时代杰出的

政治家、思想家、科学家，被尊为墨子。《墨经》分《经上》、

《经下》、《经说上》、《经说下》四篇，另有《大取》、《小取》

二篇。《墨经》是诸子百家中阐述自然科学理论和学说最丰

富的著作，包括光学、力学、逻辑学、几何学等各方面的知

识。 

《墨经》讨论的几何概念可以看作数学理论研究在中国

的最初尝试，该书的显著特色是试图把形式逻辑用于几何研

究，在这一点上，它同欧几里得（Euclid，约公元前 330~前 275 年）《几何原本》相似，一

些几何定义也与《几何原本》中的定义等价。下面略举几例： 

   （1）经：“平，同高也”一一两线间高相等，叫做“平”。这实际是平行线的定义。 

   （2）经：“同长，以正相尽也”——“正相尽”是正相合的意思，这里给出了两线段等长的

定义，即如果两条线段重合，就叫“同长”。 

   （3）经：“中，同长也”一一到线段两端的距离相同的点叫“中（点）”。 

   （4）经：“圜，一中同长也”。一一“圜”通“圆”，是环绕的意思。这里是讲到一个中心距

离相同的图形叫做“圆”。这与欧几里得《几何原本》中圆的定义颇为相似。 

   （5）经：“直，参也”——这是以三点共线定义为“直”。后来刘徽在《海岛算经》中用“参

相直”说明三点在一直线上。 

   （6）经：“端，体之无厚，而最前者也”。——这是现代几何学中的点，点不可分。 

        说：“端，是无间也”。——点，没有空隙。 

（7）经：“方，柱隅四匝也”——“柱隅四”是棱柱的四个角，“匝”是环绕一周的意思，这

里给出了正方形或长方形的意义。 

   《墨经》注重抽象性和思辨性，以逻辑学作为其论说的工具，《墨经》中逻辑思想十分丰

富，其中数学中有一条重要记载：“小故，有之不必然，无之必不然。大故，有之必然。”用

现代语言说，“大故”是“充分条件”，而“小故”则是“必要条件”。 

 

2.《墨经》中的无限分割思想 

有限与无限的矛盾，是数学中的一对基本矛盾。对这一问题认识的不断深化，推动着古

今数学的发展。《墨经》中有丰富的无限思想，其中也讨论了分割物体的问题。例如“端”的概

念，就是通过无限分割，而最终分到一个不可再分的“端”。墨家认为无限分割的结果终究会

达到一个不可再割的“端”，是一种实无限思想。 

     关于无穷的思想，古代也有萌芽。墨家在度量过程中明确给出“有穷“及“无穷”的定义： 

经：“穷，或有前不容尺也。”  

说：“穷：或不容尺，有穷；莫不容尺，无穷也。”  

即用一个长度单位“尺”去量一个区域，若能达到距边缘不足这个长度单位“尺”的程度，这称

这个区域为有穷；如果继续量下去，前面总是长于这个长度单位“尺”，则称这个区域为无穷。 



总之，以上《墨经》中讨论的无限分割以及对“大故”与“小故”的区分等逻辑思想，在哲

学史和数学史上都是十分重要的事件。可惜的是， 墨家并未发展成为我国思想文化的主流。

随着墨家的衰落，墨家数学理论在形成体系之前便夭折了。 

    3．惠施对数学中"无限"的认识 

    据战国时成书的《庄子·天下篇》记载，名家宋国人惠施（约公元前 370～公元前 310 年）

曾提出：“至大无外，谓之大一，至小无内，谓之小一”的观点。其中“大一”、“小一”可理解

为无穷大，无穷小。这段话的意思是：大到没有外部，称为无穷大，小到没有内部，称为无

穷小。《庄子·天下篇》书中还有“一尺之棰1，日取其半，万世不竭”的著名命题，可以看作

是对“小一“的发挥，其中体现了物质无限可分的思想。显然，名家与墨家的命题是不同的。

名家认为无限分割的过程永远不会完结，类似于古希腊的潜无限。 

惠施曾任梁国的宰相，论辩奇才，是庄子的朋友，他与公孙龙并列为名家的代表人物。

惠施的著作多已亡佚，只能从其他诸家的论述中看到他的言行片段。他的学说强调万物的共

相，因而事物之间的差异只是一种相对的概念，现存与惠施有关的许多奇怪命题。如“轮不

辗地”、“矩不方”、“规不可以为圆”、“飞鸟之影未尝动也”、“镞矢之疾而有不行不止之时”，

等等，过分强调抽象的数学思想和哲学思辨，与“火不热”、“鸡三足”等概念游戏不能同日

而语。 

 

 二、《周易》中的数学知识与数学思想  

   《周易》又称《易经》，成书于春秋时期，著者不可考，是中国最古老的书籍之一，

被认为是中国文化的源头，儒家经典之首成为仕人必读之书。 
《周易》，包括《经》、《传》。《周易》的“易”，即为变，变换之意，“穷则变，变则

通，通则久”，充盈辩证法思想，给后人以重要的启迪。 
《周易》的宇宙变换模式：《易传·系辞》“易生太极，是生两仪，两仪生四象，四象

生八卦”，《易卦》可看作由阴爻（ 否定）和阳爻（ 肯定）组成的二元符号系统。 
其中包含的数学思想主要有： 

1. 组合数学的萌芽 

组合数学虽是现代数学的分支，它的思想却可以追溯到遥远的古代。《易经》便含
有组合数学的萌芽。书中通过阴阳卦爻预言吉凶（图 2－5）。阳爻 和阴爻 ，合称
“两仪”。每次取两个，按不同顺序排列，生成  

“四象”：太阴（ ）、少阴（ ）、少阳（ ）、太阳（ ）。 

每次取三个，生成八卦：坤 、震 、坎 、兑 、艮 、离 、巽 、

乾 。 

每次取六个，则生成六十四卦。分别表示 64 种事物或现象的可能状态。四象、八卦与
六十四卦的排列，相当于组合数学中的有重排列：从 n 种元素中每次取 r 个，共有 n

r
种排列

法。 
 

2. 二进制思想 

 
1 棰，读  



在数学史上，二进制数系是与德国伟大的数学家

莱布尼兹（G.W.Leibniz，1646~1716）的名字联系在一

起的。莱布尼兹发明二进制后不久，通过来中国传教的

传教士白晋（J.Bouvet，1656~1730）了解了中国的许

多事情，他还见到了从中国寄去的八卦。莱布尼兹对

《周易》很感兴趣，他认为中国的八卦中蕴含着二进制

思想，因此惊叹不已，他用中国的二进制来解释手摇计

算机的原理。实际上，若把“ ”和“ ，”两种卦爻分

别用 1 和 0 代替，八卦就转换成二进制的数码，即可

表示为 

           000〈坤〉001〈震〉010〈坎〉011〈兑〉 

           100〈艮〉101〈离〉110〈巽〉111〈乾〉 

莱布尼兹说，“八卦”是“流传于宇宙的科学中最古老的纪

念物”，这项发明“对于中国人民实在是值得庆幸的事

情”。莱布尼兹也因此产生对中国古代文明的崇敬，特别

希望到中国来，但由于种种原因，他未能如愿。据说，

出于对中国的向往，莱布尼兹曾复制了一台自己发明的

手摇计算机送给中国的康熙皇帝，成为中、德关系史上的一段佳话。不过，在故宫博物院始

终没有找到这台机器，中国文献也没有明确记载。所以手摇计算机是否真的送来，还有待考

证。 

3. 坐标系思想 

若把阳爻看作“+”的数学符号，把阴爻看作“-”，八卦中每一卦的三个爻分别作为 x，y，

z，则八卦就是：+x+y+z，- x+y+z，…，- x-y-z。正好代表笛卡儿空间坐标系的八个卦限。

有材料说，卦限的“卦”字，就是从八卦借用过来的。 

《周易·系辞传》记载：“河出图，洛出书，圣人则之。”这是古代文献中关于河图洛书的

最早记载。后来发展成九宫图，实际上是中国最古老的三阶段幻方。用现代数字表示就是图

2－6。另外，《周易》极言数学的重要性，说它可以“通神明”（系辞传）“顺性命”（《说卦传》），

这一观点对秦九韶等宋代数学家的影响很大。 

 

 

 

 

 

 

 

§2.3 《周髀算经》与勾股定理 
   

一、《周髀算经》的成书 

    现今认为《周髀算经》是中国最早的一部天文、数学著作。成书确切年代没有定论，约
成书于公元前 1 世纪。它本是一部以数学方法阐述盖天说的天文著作。“髀”原义是股或股
骨，这里借指测量用的表(标杆)，因书中记载了不少周代的天文知识，故名《周髀》。唐初选
定数学课本时，取名《周髀算经》。 
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二、《周髀算经》的主要内容和数学成就 

《周髀算经》是周代传下来有关测量的理论和方法。卷上记载了“商高答周公问”和“陈
子答荣方问”。其中就有中国最早的勾股定理。 

1. 勾股定理 

  《周髀算经》提出的勾股定理。包括特殊和一般两种情形： 
    此书第一章记述西周开国时期(约公元前 1000 年)周公姬旦与商高的问答： 

昔者周公问于商高曰：“窃闻乎大夫善数也，请问古者包牺立周天历度，夫天不可阶而
升，地不可得尺寸而度，请问数安从出?”商高曰：“数之法出于圆方，圆出于方，方出于矩，
矩出于九九八十一。故折矩，以为句广三、股修四、径隅五┅┅” 
   这里“句”即“勾”，这就是著名的勾股定理的特例 32+42=52。 
   卷上另一处叙述周公后人荣方与陈子（约公元前６、７世纪）的对话中。其中包含了陈
子利用勾股定理测量太阳高度的方法：  

陈子曰：“若求邪至日者，以日下为句，日高为股，句、股各自乘，并而开方除之，得
邪至日。┅┅” 

这里用勾股定理及比例算法测太阳高远，这是从天文测量中总结出来的普遍原理。周
公与商高对话形式中实际上已给出勾股定理的一般形式，故也称之为“商高定理”。它的公式
是： 

22 股勾弦 +=  
这时开平方已有记载，只是没有开方过程。 

2. 《周髀算经》的重差术 

《周髀算经》中有较详细的记载。周公曰：“大哉言数！请问用矩之道？”商高曰：“平矩

以正绳，偃矩以望高，覆矩以测深，卧矩以知远，环矩以为圆，合矩以为方。” 这六句话中

的前四句是说“矩”的四种用法，即如何侧直、测高、侧深和侧远。后两句是说“矩”能形成圆

方。“平矩以正绳”即是说矩可用来确定铅垂线和水平线，“偃矩以望高”就是说把矩竖直放着

可以测高。如果不知目的物的远

近，要量它的高，必须两次“偃矩”

测望；要量它的深，必须两次“覆

矩”测望，要量二目的物之间的距

离，必须两次“卧矩”观测。后来数

学家称这种测量方法为重差术。

《周髀算经》还讨论了测量“日高”

二方法。如图 2－7，设在Ａ、Ｂ

处立表（即 “髀”）AA′与 BB′，记

表高为 h，表矩为 m，而表日影差

为 n(n=BD-AC)，《周髀算经》相当于得出日高公式： h
n

mh
hPOPO +


=+= ' 其它用法，

道理与望离类似，这一记载显示了商高时代我国的测量数学水平。我国的陈子也因此被誉为

世界“测量学之祖”。 

除此之外，《周髀算经》的其他数学成就还有： 

（1）分数运算。如四分历的表示，不仅有分数的加减运算，还有乘除运算的实例，有
的还相当复杂。 

    （2）等差数列和圆周长求法。 

（3）一次内插法。 
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3. 赵爽对勾股定理的证明 

赵爽，一名婴，字君卿，身世不详，三国时代吴国数学家，全面注《周髀算经》，其中
“日高图注”奠定了重差术的理论基础。《周髀算经》注中的“勾股圆方图注”共 600 余字，是
数学史上的极有价值的文献。它概括了两汉以来的勾股理论及其应用，对勾股定理进行了
表述，并作了理论证明，这也是我国数学家对勾股定理的最早证明，充分表现出中国数
学的独特思想方法。 

赵爽将勾股定理表述为： 

“句股各自乘，并之，为弦实。开方除之，即弦。” 

    其证明方法叙述为： 

    “按弦图，又可以句、股相乘为朱实二， 

倍之为朱实四，以句股之差自相乘为中黄实。 

加差实，亦成弦实。” 

根据弦图，由四个全等的勾股形和一个正方形 

所组成，设勾股形的三边分别为 a，b，c，则正

方形的边长等于勾股差，由图 2－8 和术文可得： 

            2ab+(b-a)2=c2 

将(b-a)2 展开即得勾股定理。 

赵爽的这个证明可谓独具匠心，体现了中国数学证明的特点： 

（1）利用构造方法，而不是通过演绎方法，对几何图形的截、割、拼、补，利用

面积或体积关系来证明，简洁、形象、直观，易于理解和掌握，且极富创新意识，这种

方法开创了中国出入相补原理的先河，成为中国“析理以辞，解题用图”的先导。 

（2）该证明是以形证数，数形结合思想的集中体现。赵爽对勾股定理的证明，利

用几何图形的面积与体积关系，来证明代数式之间的恒等关系，这种方法既具有严密性，

又体现了数学的整体性，是数学研究的一种重要方法，也是数学发展的一个极其重要的

条件。 

4. 西方对勾股定理的研究 

勾股定理是初等几何中的一个基本定理。这个定理有着十分悠久的历史，几乎所有

文明古国（希腊、中国、埃及、巴比伦、印度等）对此定理都有所研究。勾股定理在西

方被称为毕达哥拉斯定理，相传是古希腊哲学家、数学家毕达哥拉斯（Pythagoras，约

公元前 580～约公元前 500 年）于公元前 550 年首先发现的。据说当他证明了勾股定理

以后，欣喜若狂，杀牛百头，以示庆贺。故西方亦称勾股定理为“百牛定理”，但毕达哥拉斯

对勾股定理的证明方法已经失传。著名的希腊数学家欧几里得（Euclid，公元前 330—公

元前 275 年）在巨著《几何原本》（第Ⅰ卷，命题 47）中给出一个证明： 
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如 图 ２ － 9 所 示 ， 分 别 以 ABCRt 的 三 边 向 外 做 正 方 形

CABABBAAECBBDCAA '',',''''',' 连接和 ， 

''','',' CAAABAAAABACAA ===  

∴△ABA’ ≌△AA’’ C（SAS） 

过 C 作 A’’B’’的垂线，分别交 AB，A’’B’’于 C’和

C’’， 
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同理可得：

易知：

≌而
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同底等高

连接

正方形正方形正方形

矩形正方形

矩形正方形

矩形
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很有意思的是，美国第二十任总统伽菲尔德也曾给出过勾股定理的证明，现简述如下： 
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比较以上二式，便得：

②

又

①

竖起，得到，将如图

梯形

梯形

 

1876 年 4 月 1 日，伽菲尔德在《新英格兰教育日

志》上发表了他对勾股定理的这一证明。5 年后，伽菲

尔德就任美国第二十任总统。后来，人们为了纪念他

对勾股定理直观、简捷、易懂、明了的证明，就把这一证法称为勾股定理的“总统”证法，这

在数学史上被传为佳话。 

人们对勾股定理感兴趣的原因还在于它可以作出推广，得出许多有价值的结论。例如： 

欧几里得在他的《几何原本》中给出了勾股定理的推广定理：“直角三角形斜边上的一

个直边形，其面积为两直角边上两个与之相似的直边形面积之和。”  

从上面这一定理可以推出下面的定理：“以直角三角形的三边为直径作圆，则以斜边为

直径所作圆的面积等于以两直角边为直径所作两圆的面积之和。”  

勾股定理还可以推广到空间： 

以直角三角形的三边为对应棱作相似多面体，则斜边上的多面体的表面积等于直角边

上两个多面体表面积之和。 

三个侧面两两垂直的四面体的各个侧面面积的平方和等于底面面积的平方。 

若以直角三角形的三边为直径分别作球，则斜边上的球的表面积等于两直角边上所作

两球表面积之和。 

如此等等。 
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